
Ëåêöèÿ 5
ÒÅÕÍÎËÎ�Èß ÌÊÝÍà ïðåäûäóùèõ äâóõ ëåêöèÿõ äëÿ çàäà÷è (1.1), (2.21) íàìè áûëè ïî-ñòðîåíû óðàâíåíèÿ ÌÊÝ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: ñïåöèàëüíîé ("êó-ñî÷íîé") ðåàëèçàöèåé ìåòîäà �àëåðêèíà è ïðè ïîìîùè ýâðèñòè÷åñêèõ ïî-ýëåìåíòíûõ ðàññóæäåíèé. Îáùèì ó ýòèõ ñïîñîáîâ áûëî òî, ÷òî ïðèáëè-æåííîå ðåøåíèå íà êàæäîì ýëåìåíòå áûëî ëèíåéíûì, à óçëû ðàñïîëàãà-ëèñü â êîíöàõ ýëåìåíòîâ. Ýòîãî îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáàñïîñîáà ïðèâåëè ê îäíèì è òåì æå óðàâíåíèÿì è îäíîìó è òîìó æå ïðè-áëèæåííîìó ðåøåíèþ. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî âòîðîé ñïîñîá íà ñàìîìäåëå íå âûõîäèò çà ðàìêè ñïåöèàëüíîé ("êóñî÷íîé") ðåàëèçàöèè ìåòî-äà �èòöà, èáî ïðèíÿòîå òàì ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íàýëåìåíòå ïðèâåëî ê åãî (ðåøåíèÿ) íåïðåðûâíîñòè (à, ñëåäîâàòåëüíî, èïðèíàäëåæíîñòè H1(I)) íà âñåì îòðåçêå.

1. Îò ýëåìåíòà...Ê ýòîìó ñïîñîáó ìîæíî áûëî áû ïðèéòè è äðóãèì ïóòåì, èñïîëüçóÿñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Åñëè I =
⋃N

i=1 e(i), òî ïóñòü
a(u, v) =

N∑

i=1

a(i)(u, v), l(v) =

N∑

i=1

l(i)(v), (1)63



64 Ëåêöèÿ 5ãäå a(i)(u, v) è l(i)(v) � ñóæåíèÿ áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé �îðì íà ýëåìåíò
e(i), ò.å., íàïðèìåð, l(i)(v) =

∫
e(i)

fvdx. Â ñèëó (3.6)
A ≡ K = [a(ϕk, ϕl)]

n
1 =

[
N∑

i=1

a(i)(ϕk, ϕl)

]n

1

=

N∑

i=1

[
a(i)(ϕk|e(i), ϕl|e(i))

]n
1
,(2)ãäå ϕk|e(i) � ñóæåíèå áàçèñíîé �óíêöèè ϕk íà ýëåìåíò e(i). Ñîáåðåì òåïåðüâñå íåíóëåâûå ñóæåíèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé ϕk íà e(i), óïîðÿäî÷èì èõêàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, íàïðèìåð, ïî âîçðàñòàíèþ k è îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ
(i)
p .Áóäåì èõ íàçûâàòü áàçèñíûìè �óíêöèÿìè ýëåìåíòà e(i) èëè �óíêöèÿìè�îðìû ýòîãî ýëåìåíòà. Ïo �óíêöèÿì �îðìû ϕ

(i)
p ïîñòðîèì ìàòðèöó

K(i) =
[
a(i)(ϕ(i)

p , ϕ(i)
q )
]
, (3)ðàçìåðíîñòü êîòîðîé áóäåò ðàâíà ÷èñëó �óíêöèé �îðìû íà ýëåìåíòå e(i).Íàçîâåì ìàòðèöó K(i) ìàòðèöåé æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i) .Äàëåå, îáîçíà÷èì âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû �èòöà-�àëåðêèíà (3.4)÷åðåç F , ò.å. ïóñòü

F = [l(ϕk)]
n
1 .Êàê è âûøå ñ ó÷åòîì (1) íàõîäèì, ÷òî

F =
N∑

i=1

[
l(i)(ϕk|e(i))

]n
1
. (4)Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ϕ

(i)
p , ïîñòðîèì âåêòîð

F (i) =
[
l(i)(ϕ(i)

p )
] (5)òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è K(i), êîòîðûé íàçîâåì âåêòîðîì íàãðóçêèýëåìåíòà e(i) .Ñðàâíèì �îðìóëû (3) è (5) ñ (4.12), (4.13). Äëÿ ýòîãî çàäàäèìñÿ êîí-êðåòíîé ðåàëèçàöèåé ÌÊÝ, ðàññìîòðåííîé â ëåêöèè 3. Â ñèëó (3.9), (3.10)íåíóëåâûå ñóæåíèÿ íà ýëåìåíò e(i) = [xi−1, xi] áóäóò èìåòü òîëüêî äâåáàçèñíûå �óíêöèè ϕi−1(x) è ϕi(x). Îáîçíà÷àÿ èõ ñóæåíèÿ íà e(i) ÷åðåç
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ϕ

(i)
i−1(x) è ϕ

(i)
i (x), ïðèäåì ê �óíêöèÿì �îðìû (4.6), ââåäåííûì íà ïðåäû-äóùåé ëåêöèè. Óáåäèìñÿ òåïåðü â òîì, ÷òî ìàòðèöû (3) è (4.12), òàêæåêàê è âåêòîðû (5) è (4.13), ñîâïàäàþò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü âîâíèìàíèå (4.8), (4.11) è òî, ÷òî âêëàä â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äå�îð-ìàöèè îò ýëåìåíòà e(i) íà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè � âåëè÷èíà Π

(i)
E (uh),ââåäåííàÿ íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè � åñòü íå ÷òî èíîå, êàê 1

2a
(i)(uh, uh).Ñäåëàííîå íàáëþäåíèå íàâîäèò íà ìûñëü âñåãäà íà÷èíàòü ïîñòðîåíèåÌÊÝ ñ ðàññìîòðåíèé íà ýëåìåíòå. Òàê ìû è áóäåì ïîñòóïàòü.2. Òåõíîëîãèÿ ñáîðêè�ëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè

F (f) â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû ïîñòðîèëè ïóòåì âû÷èñëåíèé ïî �îðìó-ëàì (4.19) è (4.20) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö æåñòêîñòè K(i) è âåêòîðîâíàãðóçêè F (i) ýëåìåíòîâ e(i) âêóïå ñ ìàòðèöàìè êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé
S(i). Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî (è íóæíî) ñòðîèòü K(f) è F (f) áåçïåðåìíîæåíèé ìàòðèö è óìíîæåíèé ìàòðèö íà âåêòîðû, ïðåäïèñûâàåìûõ�îðìóëàìè (4.19), (4.20). �àññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèòó-àöèè áîëåå îáùåé, ÷åì èìåëà ìåñòî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ñ òåì, ÷òîáûèçëàãàåìîé ïðîöåäóðîé ìîæíî áûëî ïîëüçîâàòüñÿ è â äàëüíåéøåì.Ïóñòü v � âåêòîð, dimv � åãî ðàçìåðíîñòü, à v(k), k=1,..., dimv � åãî
k-ÿ êîìïîíåíòà. Àíàëîãè÷íî, ïóñòüA(k, l)� ýëåìåíò ìàòðèöû A, ñòîÿùèéâ k-é ñòðîêå è â l-òîì ñòîëáöå.2.1. Ìàòðèöà êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé S(i). Îïèøåì �îðìàëüíî ìàò-ðèöó êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé S(i), ò.å. ìàòðèöó, óñòàíàâëèâàþùóþ ñâÿçüìåæäó âåêòîðîì óçëîâûõ çíà÷åíèé

u(i) =
[
u(i)(1) . . . u(i)(dimu(i))

]Týëåìåíòà e(i) è ãëîáàëüíûì âåêòîðîì óçëîâûõ çíà÷åíèé
U (f) =

[
U(f)(1) . . . U(f)(dimU (f))

]Tïî �îðìóëå
u(i) = S(i)U (f). (6)



66 Ëåêöèÿ 5×òîáû ñîîòíîøåíèå (6) èìåëî ìåñòî, ìàòðèöà S(i) äîëæíà èìåòü dimu(i)ñòðîê è dimU (f) ñòîëáöîâ. Ïóñòü
u(i)(1)=U(f)(j

(i)
1 ), . . . , u(i)(p)=U(f)(j

(i)
p ), . . . , u(i)(dimu(i))= U(f)(j

(i)

dimu(i)),(7)ò.å. êîìïîíåíòà âåêòîðà u(i) ñ íîìåðîì p ÿâëÿåòñÿ j
(i)
p -é êîìïîíåíòîé âåê-òîðà U (f). Áóäåì íàçûâàòü j

(i)
p ãëîáàëüíûì íîìåðîì p-é êîìïîíåíòû âåê-òîðà u(i). Èç ãëîáàëüíûõ íîìåðîâ êîìïîíåíò âåêòîðà óçëîâûõ çíà÷åíèé

u(i) îáðàçóåì óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
M

(i) =
(
j
(i)
1 , j

(i)
2 , . . . , j(i)

p , . . . , j
(i)

dimu(i)

)
. (8)Â ñèëó (6), (7)

u(i)(p) =

dimU (f)∑

k=1

S(i)(p, k)U(f)(k) = U(f)(j
(i)
p )è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû p-é ñòðîêè ìàòðèöû S(i) ñóòü

S(i)(p, k) = δ
j
(i)
p ,k

, (9)ãäå
δm,n =

{
0, m 6= n,

1, m = n� ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû S(i)èìååòñÿ ðîâíî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, ðàâíûé 1, à òàê êàê âñå j
(i)
p èç(7),(8) ðàçëè÷íû , òî â êàæäîì ñòîëáöå ýòîé ìàòðèöû ñîäåðæèòñÿ íåáîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà. Ñîîòíîøåíèÿ (8), (9) ïîëíîñòüþ çàäà-þò ìàòðèöó S(i). Ìàòðèöû S(i) áóäóò èñïîëüçîâàíû íàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíîãî âåêòîðà íàãðóçêè F (f)ïî �îðìóëàì (4.19), (4.20), êîòîðûå îòíûíå ïðèîáðåòàþò áîëåå øèðîêèéñìûñë, ÷åì òîò, êîòîðûé áûë â íèõ çàëîæåí â ïðåäûäóùåé ëåêöèè.2.2. Ìàòðèöà S(i)TK(i)S(i). Îïèøåì ìàòðèöó S(i)TK(i)S(i) èç (4.19). Ïî



2. Òåõíîëîãèÿ ñáîðêè 67îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
[
K(i)S(i)

]
(p, l) =

dimu(i)∑

q=1

K(i)(p, q)S(i)(q, l),

[
S(i)TK(i)S(i)

]
(k, l) =

dim u(i)∑

p=1

S(i)T (k, p)
[
K(i)S(i)

]
(p, l) =

=
dimu(i)∑

p,q=1

S(i)T (k, p)K(i)(p, q)S(i)(q, l).Íî S(i)T (k, p) = S(i)(p, k), à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå åùå è (9), áóäåì èìåòü
[
S(i)TK(i)S(i)

]
(k, l) =

dimu(i)∑

p,q=1

δ
j
(i)
p ,k

δ
j
(i)
q ,l

K(i)(p, q). (10)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ëèáî k /∈ M
(i) ëèáî l /∈ M

(i), òî
[
S(i)TK(i)S(i)

]
(k, l) = 0. (11)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû S(i)TK(i)S(i) ìîãóò ðàñ-ïîëàãàòüñÿ òîëüêî íà ïåðåñå÷åíèÿõ òåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ , íîìåðà êî-òîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó M

(i) èç (8).Äàëåå, òàê êàê äâîéíàÿ ñóììà â (10) ìîæåò èìåòü ëèøü íå áîëåå îäíî-ãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ñëàãàåìîãî, òî êàæäûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíòìàòðèöû S(i)TK(i)S(i) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäèí ýëåìåíò ìàòðèöû K(i) (ñîâ-ïàäàåò ñ íèì). Èìåííî, åñëè k, l ∈ M
(i), ò.å. k = j

(i)
m , l = j

(i)
n , òî

[
S(i)TK(i)S(i)

]
(k, l) = K(i)(m, n). (12)Èòàê, ñîîòíîøåíèå (12) ïîçâîëÿåò ïî M

(i) è K(i) ñòðîèòü S(i)TK(i)S(i),ìèíóÿ íåïîñðåäñòâåííîå ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö.2.3. Ìàòðèöà èíäåêñîâ. Ñîáåðåì èí�îðìàöèþ î ìíîæåñòâàõ M
(i) äëÿâñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïðåäïîëàãàÿ,÷òî âñå dimu(i) îäèíàêîâû) â âè-äå ìàòðèöû, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé èíäåêñîâ è îáîçíà÷àòü



68 Ëåêöèÿ 5÷åðåç L. �àñïîëàãàÿ ýëåìåíòû M
(i) ïî ñòîëáöó, áóäåì èìåòü:

L =




j
(1)
1 j

(2)
1 . . . j

(N)
1

j
(1)
2 j

(2)
2 . . . j

(N)
2

j
(1)

dim u(1) j
(2)

dimu(2) . . . j
(N)

dim u(N)


 . (13)

ßñíî, ÷òî L(p, i) = j
(i)
p åñòü ãëîáàëüíûé íîìåð â U (f) p-îé êîìïîíåíòûâåêòîðà u(i), ò.å. (7) ïðèíèìàåò âèä

U(f) (L(p, i)) = u(i)(p). (14)Ñîîòíîøåíèÿ (14) ïîëíîñòüþ çàäàþò ìàòðèöó èíäåêñîâ (13).Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû èíäåêñîâ ñîîòíîøåíèå (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå :
K(i)(m, n) =

[
S(i)TK(i)S(i)

]
(L(m, i), L(n, i)) . (15)Ìû òåïåðü ìîæåì îïèñàòü âåñü ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ (ñáîðêè) ãëî-áàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè K(f). Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (4.19), ýëåìåíòû

K(f) îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàò-ðèö S(i)TK(i)S(i), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü ëèáî ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè (ñì.(11)),ëèáî ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè K(i) ( ñì.(12)), òî ïðè �îðìèðîâàíèè K(f)ýëåìåíò K(i)(m, n) ëîêàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e(i)äîëæåí ñòàòü àääèòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåìåíòà K(f) (L(m, i), L(n, i))ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè :
K(i)(m, n) → K(f) (L(m, i), L(n, i)) . (16)Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè �îðìèðóåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà îòâåäåííûé äëÿ íåå ìàññèâ çàïîëíÿåòñÿ íóëÿìè, àçàòåì, ñîãëàñíî(15), ýëåìåíòû ëîêàëüíûõ ìàòðèö K(i)(m, n) ïðèáàâëÿþò-ñÿ ê ÷èñëàì, ðàñïîëîæåííûì â ïîçèöèÿõ (L(m, i), L(n, i)) .



3. Ïðèìåð 692.4. �ëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè. ×òî êàñàåòñÿ �îðìèðîâàíèÿ ãëî-áàëüíîãî âåêòîðà íàãðóçêè F (f) èç (4.20), òî òàê êàê
[
S(i)TF (i)

]
(k) =

dim u(i)∑

p=1

S(i)T (k, p)F (i)(p) =

=

dim u(i)∑

p=1

S(i)(p, k)F (i)(p) =

=
dim u(i)∑

p=1

δ
j
(i)
p ,k

F (i)(p) =

=

{
0, k /∈ M

(i)

F (i)(p), k = j
(i)
p ∈ M

(i)
,òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû S(i)TF (i) èìåþò íîìåðà, ïåðå÷èñëåííûå âM

(i), èñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè F (i) ñîãëàñíî (14). Îòñþäà
F (i)(m) → F(f) (L(m, i)) . (17)3. ÏðèìåðÏðèìåíèì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ñáîðêè ê ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû æåñò-êîñòè K(f) è âåêòîðà íàãðóçêè F (f), îòâå÷àþùèõ êîíå÷íîýëåìåíòíîìó ðå-øåíèþ çàäà÷è (4.2) ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðàññìîò-ðåííûõ íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Ïóñòü, êàê è â ïðèìåðå èç ïðåäûäóùåéëåêöèè, îòðåçîê [0,1℄ ðàçáèò íà òðè ýëåìåíòà e(i) ðàâíîé äëèíû h = 1/3(ñì.ðèñ. 1). Ïðèíÿòàÿ íàìè ðàíåå íóìåðàöèÿ óçëîâ ïî �îðìóëå
0 1 2 3

1 2 3 4

• • • •

�èñ. 1
e(1) e(2) e(3)ýëåìåíòûóçëûíîâàÿíóìåðàöèÿóçëîâ
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xi = ih, i = 0, 1, 2, 3, òåïåðü íàñ íå óñòðàèâàåò, èáî ÷òîáû óëîæèòüñÿ â�îðìàëüíóþ ñõåìó, ãëîáàëüíûå íîìåðà äîëæíû ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò1 äî dimU (f) = 4. Ïåðåíóìåðóåì óçëû òàê, êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1â êðóæî÷êàõ. Íà ýëåìåíòå e(i) ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ îñóùåñòâèìêàê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2.

1 2

• •�èñ. 2
e(i)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå N = 3, dimu(i) = 2, dimU (f) = 4. Ìàòðè-öà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè ýëåìåíòà çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.12),(4.13) ñîîòâåòñòâåííî . Âûïèøåì ìàòðèöó èíäåêñîâ. Ñîãëàñíî (14) è ðèñ.1,2 îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä
L =

[
1 2 3
2 3 4

]
. (18)Ñîîòíîøåíèÿ (4.12), (4.13) è (18) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò K(f) è F (f). Ïî-ñòðîèì èõ. Èç (16), (17) ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ìàòðèöû K(1) â K(f) è âåêòîðà

F (1) â F (f) îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû èíäåêñîâ(18) è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò K(1)(1, 1) ñêëàäûâà-åòñÿ ñ ýëåìåíòîì èç ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà �îðìèðóåìîé ìàò-ðèöû K(f), ïåðâîíà÷àëüíî ñîñòîÿùåé èç îäíèõ íóëåé, (çàïèøåì ýòî òàê:
(1, 1) → (1, 1)), ýëåìåíò K(1)(2, 1) ñêëàäûâàåòñÿ ñ ýëåìåíòîì èç âòîðîéñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà (2, 1) → (2, 1), à ýëåìåíòû K(1)(1, 2) è K(1)(2, 2)� ñ ýëåìåíòàìè ïåðâîé è âòîðîé ñòðîê ñîîòâåòñòâåííî èç âòîðîãî ñòîëáöà,ò.å. (1, 2) → (1, 2), (2, 2) → (2, 2). Àíàëîãè÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ âêëàä F (1)â F (f). Ñîáåðåì ñïèñîê ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K(1) è âåêòîðà
F (1) â òàáëèöó:

(1, 1) → (1, 1)
(2, 1) → (2, 1)

(1, 2) → (1, 2)
(2, 2) → (2, 2)

(1) → (1)
(2) → (2)

.



3. Ïðèìåð 71Òåì ñàìûì, ìàòðèöà S(1)TK(1)S(1) è âåêòîð S(1)TF (1) èç (4.19), (4.20) ñóòü
E

h




1 −1 0 0

−1 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0


 , Gh




1/2

1/2

0
0


 ,

ãäå â ðàìî÷êó çàêëþ÷åíû ýëåìåíòû K(1) è F (1).Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ïðîöåññ ñáîðêè K(f) è F (f). Êàæäàÿ ÿ÷åéêà, îòâå-äåííàÿ íà ýòîì ðèñóíêå äëÿ ýëåìåíòîâ K(f) è F (f) (èçîáðàæåíà æèðíûìèëèíèÿìè) ðàçáèòà íà òðè êëåòî÷êè (ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ íà [0,1℄),
E

h
Gh

1 −1

−1 1

−1

1 −1 1/2

1/2

1/2

−1 −11 1 1/2 1/2

1/2−1 1�èñ. 3è âêëàä â K(f) è F (f) îò K(i) è F (i) èçîáðàæåí â ñîîòâåòñòâóþùåé êëå-òî÷êå, êîòîðûå ñîïîñòàâëåíû ýëåìåíòàì ñîãëàñíî ðèñ. 4.
1 2 3�èñ. 4Îïèñàííîìó ýòàïó ñáîðêè � âêëàäó ýëåìåíòà e(1) � îòâåäåíû ëåâûåêëåòî÷êè â êàæäîé ÿ÷åéêå, à ýëåìåíòû K(1) è F (1) ðàçìåùåíû â òåõ èçíèõ, êîòîðûå èìåþò øòðèõîâêó.Âêëàä â K(f) è F (f) îò îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ àíàëîãè÷-íî. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ñáîðêè (íà áóìàãå, íî íå â ìàøèíå!) ìîæåò îêàçàòü-ñÿ ïîëåçíûì è äàëåå âûïèñûâàòü òàáëèöû íîâûõ ïîçèöèé ýëåìåíòîâ K(i)



72 Ëåêöèÿ 5è F (i) â K(f) è F (f). Ýòè òàáëèöû ñòðîÿòñÿ èç íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîâòî-ðåííûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ L. Íàïðèìåð , äëÿ ýëåìåíòà
e(2) ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ òàáëèöû òàêîâ:

2

3
→ 2 2

3 3
→ 2 2 2 3

3 3
→ (2, 2) (2, 3)

(3, 2) (3, 3)Èç ðèñ. 3 íàõîäèì, ÷òî ñèñòåìà (4.21) èìååò âèä
E

h




1 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 1







u1

u2

u3

u4


 = Gh




1/2
1

1
1/2


 ,à ïîñëå ó÷åòà ãëàâíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (4.1 ) ïîëó÷èì

E

h




2 −1 0

−1 2 −1
0 −1 1






u2

u3

u4


 = Gh




1

1
1/2


 ,÷òî (ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðàöèè çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ) ñîâ-ïàäàåò ñ (4.24). 4. Óïðàæíåíèÿ1. Ïóñòü íåñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) çàäàíà ñîîòíîøå-íèåì (2.17), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåñàìîñîïðÿæåííîìó óðàâíåíèþ (2.16), à

a(i)(u, v) = a(i)
p (u, v) + a(i)

r (u, v) + a(i)
q (u, v),ãäå, íàïðèìåð,

a(i)
r (u, v) =

∫

e(i)

r(x)u′(x)v(x)dx.Èñïîëüçóÿ (3), äîêàçàòü, ÷òî, åñëè êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå ïðèíàä-ëåæèò Sh
1 èç (3.8), òî ìàòðèöà æåñòêîñòè K

(i)
r , îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé�îðìå a

(i)
r (u, v) ïðè r(x) = onst = r, åñòü

K(i)
r =

r

2

[
−1 1
−1 1

]
.



4. Óïðàæíåíèÿ 732. Ñîïðÿæåííîå ê (2.16) óðàâíåíèå èìååò âèä
−(p(x)u′)′ − (r(x)u)′ + q(x)u = f(x),à ñîîòâåòñòâóþùåå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå åñòü

∫ 1

0

(p(x)u′v′ + r(x)uv′ + q(x)uv) dx =

∫ 1

0

f(x)vdx.Ïóñòü
a∗(i)r (u, v) =

∫

e(i)

r(x)u(x)v′(x)dx.Â óñëîâèÿõ óïðàæíåíèÿ 1 ïîñòðîèòü ìàòðèöó æåñòêîñòè K
(i)
r , îòâå÷àþ-ùóþ áèëèíåéíîé �îðìå a

∗(i)
r (u, v).3. Â áèëèíåéíóþ �îðìó ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà e(N) âõîäèò ñëàãàåìîå
a(N)

κ (u, v) = κu(1)v(1),ãäå κ = onst. Â óñëîâèÿõ óïðàæíåíèÿ 1 ïîñòðîèòü ìàòðèöó æåñòêîñòè
K

(N)
κ , îòâå÷àþùóþ áèëèíåéíîé �îðìå a

(N)
κ (u, v).4. Ïîñòðîèòü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè, îòâå÷àþùóþ áèëèíåé-íîé �îðìå

a(u, v) =

∫ 1

0

u′v′dxè êîíå÷íîýëåìåíòíîìó ïðîñòðàíñòâó Sh
1 èç (3.8) ïðè N = 4 è íóìåðàöèèóçëîâ, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 5.5. Ïîñòðîèòü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè, îòâå÷àþùóþ áèëèíåé-íîé �îðìå èç óïðàæíåíèÿ 4 è êîíå÷íîýëåìåíòíîìó ïðîñòðàíñòâó êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, åñëè êîîðäèíàòû êîíöîâ ýëåìåíòîâ òà-êîâû, êàê íà íà ðèñ. 6, à íóìåðàöèÿ îáû÷íàÿ.

• • • • •
5 4 1 3 2�èñ. 5 • • • • •

0 1/2 3/4 7/8 1�èñ. 6
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